Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Teoria dos Numeros - Nivel 3 Aula 13
Carlos Gustavo Moreira

Fracoes Continuas e aproximacoes de niimeros reais
por racionais

A teoria de fragoes continuas é um dos mais belos assuntos da Matematica
elementar, sendo ainda hoje tema de pesquisa.

Nas inclusdes N C Z C Q C R, a passagem de Q para R é sem duvida
a mais complicada conceitualmente e a representacao de um ntumero real esta
diretamente ligada a prépria nocao de nimero real.

De fato, o conceito de niimero natural é quase um conceito primitivo. J4 um
nimero inteiro é um numero natural com um sinal que pode ser + ou —, e um
numero racional é a razao entre um ntmero inteiro e um natural nao nulo. Por
outro lado, dizer o que é um ntimero real é tarefa bem mais complicada, mas ha
coisas que podemos dizer sobre eles. Uma propriedade essencial de R é que todo
numero real pode ser bem aproximado por nimeros racionais. Efetivamente,
dado x € R, existe k = |x] € Z tal que 0 < x — k < 1. Podemos escrever a
representacao decimal de

r—k=0a1a2...0ap..., a; €{0,1,...,9},

o que significa que se 7, = ap + 10 - ap_1 + 100 - ap_g + --- + 10"~! - a1, entdo

g <r—k< Tf(;gl, e portanto k + {¢ € uma boa aproximagao racional de x,
no sentido de que o erro ‘x — (k + ﬂ]—”n)} é menor do que 10%, que é um nimero

bem pequeno se n for grande. A representacdo decimal de um ntumero real
fornece pois uma sequéncia de aproximagcoes por racionais cujos denominadores
sao poténcias de 10.

Dado qualquer z € R e ¢ natural nao nulo existe p € Z tal que g <z <

basta tomar p = |gx]), e portanto ‘x— %) < é e ‘az— % < é. Em
particular ha aproximacoes de = por racionais com denominador ¢ com erro
menor do que %. A representacao decimal de x equivale a dar essas aproximacoes
para os denominadores ¢ que sao poténcias de 10, e tem méritos como sua
praticidade para efetuar cdlculos que a fazem a mais popular das representacoes
dos numeros reais. Por outro lado, envolve a escolha arbitriria da base 10, e
oculta frequentemente aproximagoes racionais de x muito mais eficientes do que

as que exibe. Por exemplo,

2| 1 314 355 _ 1 _ 3141592
T~ 700! ¢ |™ " 113| ~ 3000000 ~ |7 1000000

p+1
q (

7| < 700 ©
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mostram que % e % sao melhores aproximacoes de m que aproximagoes deci-
mais com denominadores muito maiores, e de fato sdo aproximagoes muito mais
espetaculares do que se podia esperar.

O objetivo desta secao é apresentar uma outra maneira de representar niime-
ros reais, a representacao por fragoes continuas, que sempre fornece aproxima-
¢Oes racionais surpreendentemente boas, e de fato fornece todas as aproximagoes
excepcionalmente boas, além de ser natural e conceitualmente simples.

Definimos recursivamente
ag=1x, ap=|am]

1
e,se an €72, api1= o, Pbara todo n € N.
n mn

Se, para algum n, o, = a, temos

def 1
x:aoz[ao;al,aQ,...,an]éao—i— n
ay +
as + .
. 1
_i_i
an
Se nao denotamos
def 1
x:[aﬂ;alvaav"‘];aﬂ_’_ 1
o+ ———
az + ..

O sentido dessa ultima notagao ficara claro mais tarde. A representacao acima
se chama representacdo por fracdes continuas de x.

A figura d4 uma interpretacdo geométrica para a representacdo de um nu-
mero por fragdes continuas. Enchemos um retangulo 1 X z com quadrados de
forma “gulosa”, isto é, sempre colocando o maior quadrado possivel dentro do
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espago ainda livre. Os coeficientes ag, a1, as, . . . indicam o nimero de quadrados
de cada tamanho. Na figura, se os lados do retangulo sdo ¢ < d entao
dfe=11;2,2,1,..]

pois temos ag = 1 quadrado grande, a; = 2 quadrados menores, as = 2 qua-
drados ainda menores, ag = 1 quadrados ainda ainda menores, e um nimero
grande nao desenhado de quadrados ainda ainda ainda menores (a4 é grande).
Deixamos a verificacao de que esta descricao geométrica corresponde a descri¢ao
algébrica acima a cargo do leitor.

Note que, se a representacao por fragoes continuas de x for finita entao x é
claramente racional.

Reciprocamente, se z € QQ, sua representacao serd finita, e seus coeficientes
a, vém do algoritmo de Euclides: se x = p/q (com ¢ > 0) temos

p=apq+r1 0<r <gq
q=air; +7o 0<ro<mr
r1 = asry + 73 0<r3<ry
Tn—1 = AnTn
Temos entao
/ +r1/ + + !
T = =aq T =q =aq
b/q 0 1/4 0 a1—|—7‘2/7‘1 0 o 1
a2+7“3/r2
1
=---=ag+ . = [ap; a1, az, ..., a,)
ag+—m
az + .
.' 1
_|_7
an

Isso j4 é uma vantagem da representagao por fragoes continuas (além de nao
depender de escolhas artificiais de base), pois o reconhecimento de racionais é
mais simples que na representacao decimal.

Seja x = [ag;a1,az9,...]. Sejam p, € Z, g, € N5 primos entre si tais que
Z—: = [ao;a1,az,...,a,], n > 0. Esta fragao p—: é chamada de n-ésima reduzida
ou convergente da fracao continua de x. O seguinte resultado sera fundamental
no que seguira.

Proposicao 1. Dada uma sequéncia (finita ou infinita) to,t1,ts, - € R tal que
tr > 0, para todo k > 1, definimos sequéncias () € (Ym) por

xog = to, yo = 1, r1 = tot1 + 1, y1 = t1, Tmy2 = tmi2Tmt1 + Tm, Ymt2 =
tm+2Ym+1 + Ym, para todo m > 0. Temos entdao

[to;ti,ta, ... tn) =to +
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Além disso, Tni1Yn — TpYnt1 = (—1)", para todo n > 0.

Demonstragao. A prova serd por inducao em n. Para n = 0 temos [ty] = tg =
to/1 = xzo/yo. Para n = 1, temos [to;t1] = to + 1/t1 = % = x1/y1 e, para
n = 2, temos

P ta  tlotita +to + 12
i1/t 0ttt 1 ity + 1

[tost1,ta] = to +

_taltoti +1) +to  teritao 12
tot1 +1 toyi +yo  y2

Suponha que a afirmacao seja valida para n. Para n + 1 em lugar de n temos

1
[to;tl,tz, - 7tn7tn+1] = [to;tl,tQ, R 7]
tn+1
(tn + L)mn—l + Tp—2

o tn+1

B (tn + 7= )Un—1 + Yn—2

tn+1

_ tn—&-l(tnmn—l + -Tn—2) + Tp-1
tnt1(tn¥Yn—1 + Yn—2) + Yn—1
tn+1%Tn + Tp—1 _ Tntl

tni1Yn + Yn—1  Ynt1

Vamos agora mostrar, por inducao, a segunda afirmacao. Temos
1Yo — ToY1 = (totl + 1) — totl =1= (—1)0
e, 8€ Tpt+1Yn — TnYnt1 = (—1)" para algum valor de n, entao

Tn4+2Yn+1 — Tn+1Ynt+2 = (tn+2xn+1 + xn)yn-i—l - (tn+2yn+1 + yn)xn—i—l

_ _ n __ n+1

= _($n+lyn - xnyn—‘rl) = _(_1) = (_1) .
O
Nos préximos resultados, = [ap;ai1,a2,as3,...] serd um numero real, e
(%)%N, Z—: = [ap; a1, as, ..., a,] serd a sequéncia de reduzidas da fracao conti-

nua de .
Corolario 2. As sequéncias (pn) e (qn) satisfazem as recorréncias
Pn+2 = Ant2Pn+1 + Pn € dn+2 = On+2qn+1 1 dn
para todo n >0, com pg = ag, p1 =aga1+ 1, go =1 e ¢1 = a1. Além disso,

Pn+149n — Pndn+1 = (_1)71

para todo n > 0.
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Demonstragao. As sequéncias (py) e (gn) definidas pelas recorréncias acima
satisfazem, pela proposicao anterior, as igualdades
Pn

" lao; a1, a2, ..., 0n] € Dnt1Gn — Pngny1 = (—1)",Vn > 0.
n

Como pni1qn — Pndn+1 = (—1)", para todo n € N, temos que os p,, ¢, dados
pelas recorréncias acima sdo primos entre si. Além disso, também segue da

recorréncia que g, > 0,Vn > 0. Esses fatos implicam que (%Z)nEN é a sequéncia
de reduzidas da fragdo continua de z. O
Corolario 3. Temos, para todo n € N,
_ QpPp—1+ Pn-2 _ Dn—2 — (dn-2%
r=——>" e QO = ——m——
QnQn—1 + qn—2 qn—1T — Pn—1

Demonstragdo. A primeira igualdade segue da proposicdo anterior pois x =
[ap; a1, ag,...,an—1, ] € a segunda é consequéncia direta da primeira. ]

Proposicao 4. Temos

P (D"
dn (anJrl + ﬁn+1)%21
onde ¢
-1
571—&—1 == = [O;Qnaan—lvan—%--wal]'
qn
Em particular,
1 1 1
S T L
(ant1+2)qa In (@nt1+ Bny1)da — ant14;

Demonstragao. Pelo corolario anterior temos

Pn _ Qn41Pn +DPn—1  Pn_ Pn—19n — PnGn—1

G Ont1dn+ -1 Gn (Ont1Gn + @n-1)Gn
—(Pndn—1 — Pn—1qn) —(—1)"!

(an-i-l(Jn + Qn—l)Qn (an+1Qn + Qn—l)Qn

(=" _ (=" _ (=n"

(an-i—lCIn + Qn—l)Qn (an+1 + Qn—l/QTL)qr% (an-‘rl + ﬁn—l—l)%% .

FEm particular,

‘ Pn 1
r—— 5
dn (ny1 + 5n+1)qn
e, como |[opt1] = any1 € 0 < By < 1, segue que apy1 < apg1 + Bnp1 <
an+1 + 2, 0 que implica a dltima afirmagao.
A expansao de 3,41 como fragao continua segue de

dn—1 _ dn—1 — qn—-1 1qn72
dn nqn—1 + qn—2 dn an + r—
aplicado recursivamente. ]
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Observagdao 5. Como lim, o g, = +00 (pois (q,) € estritamente crescente),

seque desta proposicdo que
Pn

lim — = x,

n—oo qn
0o que permite recuperar x a partir de ag,ai,az,..., € dd sentido a
igualdade x = [ap;a1,az,...| quando a fragcdo continua de x é infinita (i.e.,

quando x € irracional).

Observacao 6. A proposicdo anterior implica que, para todo « irracional, a
desiqualdade |o — p/q| < 1/¢* tem infinitas solugdes racionais p/q. Este fato é
conhecido como o Teorema de Dirichlet.

E interessante notar que, se o = r/s € Q, a desigualdade | — p/q| < 1/¢?
tem apenas um namero finito de solugdes racionais p/q. De fato, |r/s —p/q| <
1/q¢? equivale a |qr — ps| < s/q, o que implica que q < s.

A seguinte proposicao mostra que os convergentes pares formam uma sequén-
cia crescente, e que os convergentes impares formam uma sequéncia decrescente.
Além disso todos os convergentes impares sao maiores do que todos os conver-
gentes pares.

Proposicao 7. Para todo k > 0, temos

P2k - P2k+2
@k q2k+2

z < DP2k+3 < P2k+1'
q2k+3 q2k+1

<

Demonstracao. O resultado segue dos seguintes fatos gerais. Para todo n > 0,
temos que

Pnt2  Pn _ GnioPnid £Pn Pn
gn+2 qn Gn+29n+1 + qn gn
_ n2(Pn1n — Pons1) _ (—1)"an4o

qn (an+2Qn+1 + Qn> n+24n

é positivo para n par e negativo para n fmpar. Além disso, para todo n > 0,

—1" . e .
temos que x — 2z = S ol ) € positivo para n par e negativo para n
q dn (an+lQn+Qn71)Qn p p p g p

impar. O

E possivel provar (usando o chamado principio dos intervalos encaizados)
que, dados inteiros ag, at,ao, ..., com a; > 0,Vk > 1, existe um tnico nimero
real a (que é irracional) cuja representagao por fragdes continuas é [ag; a1, ag, . . . |.

Exemplo 8. Temos

o m=[3:7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,...], portanto
P, om 2 p 33 gy 3%
) g 7T ¢ 1067 ¢z 11377

o e=[21,21,1,4,1,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,...]
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o V2=11;2,2,2,...] pois

1 1 1
V2=1+ =1+ =1+ =

1 1 1
2 1+2\/5 1
1+ 1+v5

2

Isto prova em particular que V2 e 1+T\/5 sao irracionais, pois suas fracoes con-

V5—1 __
€3

tinuas sdo infinitas. Dai segque também que V2 —1 = [0;2,2,2...]
[0;1,1,1,...] sdo pontos fizos da transformagao de Gauss g.

1 Reduzidas e Boas Aproximacoes

Teorema 9. Temos, para todo n € N,

1 1
dn gnqn+1 qn
Além disso,
1 1
x—]ﬁ<—2 ou ‘x—an -
n| 2q; Int1|  2q544

Demonstragao. O ntimero x sempre pertence ao segmento de extremos % e
n

Pntl cyjo comprimento é

qn+1
1" 1 1 1
Past _ Pa| | (D" :>'w_Pn§ <L
An+1 dn gndn+1 gngn+1 dn dnqn+1 an
Além disso, se
Pn 1 ‘ Pn+1 1
T——| > e T — > 5,
an 2q;, An+1 2qn+1
entao
1 p Pnt1 1
:-T—n‘f"SU— n _72+T:>Qn+l:%u
Infn+1 In 1|~ 205 2¢,4,
absurdo. ]
Observacao 10. De fato ‘a: — Z—:‘ < qnq{LH < avzjlq%' Quanto maior for ani1

melhor serd a aproximac¢ao 2—" de x.
n
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Teorema 11 (Hurwitz, Markov). Para todo « irracional e todo inteiro n > 1,

temos
1

VB¢?

a_p\<

q

para pelo menos um racional

p c {pn—1 Pn pn+1}
q dn—1 ' Qn’ gn+1

Em particular, a desigualdade acima tem infinitas solug¢oes racionais p/q.

Demonstra¢cdo. Suponha que o teorema seja falso. Entao, pela proposicao Ml
existe « irracional, n > 1 com a, + B, < V5, ant1 + Bny1 < V5 e Qnt2 +
Brao < V5. Devemos portanto ter any1 = ant2 = 1 jd que claramente ap < 2
para k = n,n+ 1,n+ 2 e se algum ap = 2 com k = n+ 1,n + 2, terlfamos
ag + B > 2+ % > /5, absurdo.

Sejam x = 1/ 42 € y = Bryi1. As desigualdades acima se traduzem em

1
1+=x

1 1 1
+-<Vh, 144+ y<Vs e 4+ -—— <5
Y r 14y

Temos

l42+y<Vbh = 14+2<V6—y

— P S Vo
Itz y Vb—y v y(V5-y)

e portanto y(v5 —y) > 1 = yZ@. Por outro lado temos
LN SRR S
r 14+y  V5-1—-y 14y
V5
1+y)(V5-1-y)

e portanto (1 +7)(vV5—-1—-9)>1 = y < \/52_1, e portanto devemos ter

y= ng—l,oqueéabsurdo poisy:ﬁnﬂz% €Q. 0

ng/g—l—y -

1
V5q?
solugdes racionais %, para todo o irracional. O nidmero /5 € o maior com essa
propriedade. De fato, se

C1+B
2

Observacao 12. Em particular provamos que ’oz — g’ < tem infinitas

’ 1
< —

(VB +e)g®

_P
q

e>0, « e ‘oz

temos

2 (V5 +e)q
. q<1+2\/5) _p q<12\/5> | < ‘13;_;5”
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ou seja,
1++5
p* —pg —¢*| < T_E_\/g /(\/5+€)-
Se q é grande, 1/q* € pequeno, e 1+2\/5 — % € muito proximo de 0, donde o lado

direito da desigualdade € muito prorimo de \/\g/i < 1, absurdo, pois |p> — pq —

¢*| > 1, de fato se p* — pqg — ¢*> = 0 teriamos

(1) - (5) o= 205

o que € absurdo, pois % € Q.

V6 _p| 1 -
5 q‘ < oros tem ape

Outra maneira de ver que, para todo € > 0,

nas um numero finito de solucdes % € Q € observar que as melhores aproxima-

coes racionais de —1+2‘/5 sdo as reduzidas pq—"’ de sua fragdao continua [1;1,1,1,...]
n
oo 5 ; 1+V5 _ pn 1
(ver prézima se¢ao), para as quais temos ‘ 5 o A com

On+1 + Bnt+1 se aprozimando cada vez mais de

:1+\/5+\/5_1:f

1;1,1,1,... 0;1,1,1,... 5.
[7aa7 ]+[aaaa ] 9 9

2 Boas Aproximacoes sao Reduzidas

O préximo teorema (e seu corolario [I5)) caracteriza as reduzidas em termos
do erro reduzido da aproximagao de = por p/q, o qual é, por defini¢ao, gz —p|, a
razao entre [t—p/q| e o erro maximo da aproximagao por falta com denominador

q, que é 1/q.

Teorema 13. Para todo p,q € Z, com 0 < q < qn+1 temos

lgnz — pn| < [qz — pI.

Além disso, se 0 < q < qy a desigualdade acima € estrita.

Demonstra¢do. Como mdc(pn,gn) = 1, temos que se 2 = = entdo p = kp,

e ¢ = kg, para algum inteiro k£ # 0 e neste caso o resultado é claro. Assim,
podemos supor que g + Z—: de modo que

1 1
‘p bl s
q gn q4n dndn+1
ja que ¢ < @py1. Assim, % estd fora do intervalo de extremos Z—: e {;Z—ﬁ e
portanto
1
q q dn q n+1 qqn+1

0 que implica

lqz — p| > . > |gnT — pn.
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Além disso, a igualdade sé pode ocorrer se x = 2L donde a, 1 > 2, e
dn+1

Gn+1 > 2qn, pois numa fracao continua finita, como no algoritmo de Euclides,
o ultimo coeficiente a, é sempre maior que 1. Nesse caso, se ¢ < ¢, teremos

p' ‘p pn|  |Pnt1 Pn

x-S > |5 -2 e

q q dn dn+1 dn
11 1 =4 1

T qqn Gndn+1 qqnqn+1 q4qn+1

0 que implica

1
gz —p| > > |gn — pal-
dn+
OJ
Corolario 14. Para todo q < gy,
i} V) p\
An q
p/

Corolario 15. Se |gx — p| < |¢'z — p'|, para todo p' e ¢ < q tais que % # 5,
entdo p/q é uma reduzida da fragao continua de x.

Demonstragdo. Tome n tal que g, < g < gn+1. Pelo teorema, |g,x — pp| <

|gx — pl|, e portanto p/q = pn/qn- O
Teorema 16. Se ’x — %} < ﬁ entdo g € uma reduzida da fra¢do continua de
Z.

Demonstragao. Seja n tal que ¢, < q¢ < gnt1- Suponha que g #* g—z. Como

na demonstracao do teorema anterior, !x - B’ > 1 ¢ assim % esta fora do

q qqn+1
intervalo de extremos % e Z"—ﬁ. Temos duas possibilidades:
n n

(a) Se ¢ > I entdo |z — %‘ > qqiﬂ > #, absurdo.

(b) Se q < #52,

‘ p' Pn p‘ Pntl  Dn
R - L 4 [ e P
q 4n q dn+1 dn
> Lo a1 g
q4qn dndn+1 q4ndn+1
1 1
253
2qqn — 2q

o que também é um absurdo.

10
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3 Fracoes Continuas Periddicas

Nesta secao provaremos que os nimeros reais com fracao continua periédica
sdo exatamente as raizes de equagoes do segundo grau com coeficientes inteiros.

Lembramos que na representacao de x por fracao continua, a,, o, sao defi-
nidos por recursao por

1
A=, ap=|an], apt1=
n — Qn

e temos
= IM7 Vn € N.
gn—1T — Pn—1
Isso da uma prova explicita do fato de que se a fracdo continua de x é
periddica, entao = é raiz de uma equagao do segundo grau com coeficientes

inteiros. De fato, se a1 = an, n € N, k € Ny g segue que

Pn—2 —4n—2T  Pntk—2 — Gn+k—27
- M
dn—1T — Pn—1 gn+k—1T — Pn+k—1

entdo Axz? + Bx + C =0, onde

A= dn—19n+k—2 — qn—2Gn+k—1
B = ppik—1Gn—2 + Pn—2@nik—1 — Pntk—20n—1 — Pn—1Gntk—2
C= Pn—1Pn+k—2 — Pn—2Pn+k—1-

Note que o coeficiente de z? é ndo-nulo, pois g”*; é uma fracao irredutivel
n—

dn+k—1 4

de denominador ¢,—2, pois Pp—1Gn—2 — Pn—2qn—1 = (—1)", e é uma

dn+k—2

fracao irredutivel de denominador g, 2 > ¢n—2, donde g”—‘; =+ 3”1%, logo
n— n —_

In-1Gnt+k—2 — Gn—2Gn+k—1 7 0.

Vamos provar agora um resultado devido a Lagrange segundo o qual se x
é uma irracionalidade quadrdtica, isto é, se x é um irracional do tipo r + /s,
r,s € Q, s > 0, entao a fragdo continua de = é periddica, i.e., existem n € N
e k € Nyg com an+r = an. Neste caso, existem a, b, c inteiros tais que
az?+bz+c = 0, com b>—4ac > 0 e Vb2 — dac irracional. Como x = Re=10ntPn-2

qn—-10n+qn—2"’

temos
ar’ +br+c=0
— a(pn—lan +pn—2>2 + b<pn—104n +pn—2) te=0
Qn—10n + qn—2 Qn—10pn + gn—2
— Anoz?1 + Bpoay, + Cp =0,
onde

Ap = ap?l—l + bpn—1qn-1 + Cq%—l
By = 2apn—1pn—2 + b(pn71Qn72 +pn72%171) + 2¢qn-1qn—2
n = api—2 + bpn—2qn—2 + ngL—Q'

Q

11
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Note que C,, = A,_1. Vamos provar que existe M > 0 tal que 0 < |A4,| < M
para todo n € N, e portanto 0 < |Cy,| < M, ¥Vn € N:

Prn-1 ~ Pn—1
Ay, = ap%—l + bpn—1gn—1 + Cq721—1 = aqi—l <£L’ - = ) (33 —= )7
dn—1 dn—1

onde z e T sdo as raizes de aX? + bX + ¢ =0, mas

1

’l‘ o Pn—1 < - S 1 — |An‘ _ aqgfl T — Pn—1 ‘x N Pn—1
dn—1 9n-1 qn—1 gn—1
§a<|x—x|+ x — Pnt >
n—1

<M ¥ |z — 2| +1).

Notemos agora que, para qualquer n € N,
B2 —4A,,Cp, = (Pn-1Gn—2 — Pn_2qn-1)*(b* — dac) = b* — 4ac.
Portanto

BTQL < 4A,Cp + b? — dac < AM? + b% — 4ac
— B, < M' % \/aM2 1 02 — 4ac.

Provamos assim que A,, B, e C, estdo uniformemente limitados, donde
hé apenas um ndmero finito de possiveis equacoes A4, X? + B, X +C,, =0, e
portanto de possiveis valores de «,,. Assim, necessariamente o, = «;, para
alguma escolha de n € N, k € Nyg.

Problemas Propostos

Problema 17. Determine a fragdo continua de \/7. Mostre que ela € periddica
a partir de um certo ponto, e determine o periodo.

Problema 18. Escreva na forma r++/s, comr,s € Q,s > 0, os nimeros reais
cujas representacoes em fragoes continuas sao as sequintes:

(a) [0:3,6,3,6,3,6,...].
(b) [0;k,k,k,...], onde k € um inteiro positivo dado.
(c) [0:1,1,2,2,1,1,2,2,1,1,2,2,...].

Problema 19. (a) Sabendo que 3,14 < x < 3,15, determine o maior natural n
e inteiros ag, ai, - . . , Gy, Para 0s quais € possivel garantir que a representacao
em fragoes continuas de x comega por ag;ay,. .., an|.

(b) Sabendo que 3,141592 < z < 3,141593, determine o maior natural n e
inteiros ag, a1, . . . , Gy, PATG 0S qUais € possivel garantir que a representacao
em fragoes continuas de x comega por [ag; ai,. .., ay|.
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(c) Sabendo que 3,1415926 < = < 3,1415927, determine o maior natural n e
inteiros ag, a1, . . ., Gy PATG 0S qUGaLS € possivel garantir que a representacao
em fragoes continuas de x comega por ag; ai,. .., ay)|.

Problema 20. (a) Determine as primeiros 6 reduzidas da fra¢do continua de

V5.

(b) Definimos a sequéncia a, = nv/5 — |nv/5|. Determine os valores de n <
2011 tais que an seja respectivamente mdzimo e minimo.

Problema 21. Demonstre que, para todo inteiro positivo a, temos as sequintes
expansoes em fragdes continuas periodicas:

(a) Va2 +1 = [a,2d].

(b) Va? =1=la—1,1,2a - 2].

(c) Va2 =2=[a—1,T,a—2,1,2a—2].
(d) Va? —a=la—1,2,2a 2.

Problema 22. Encontre as fracées continuas de Va2 + 4 e Va2 — 4.

Problema 23. Sejam ag,ai,...,a, inteiros com ap > 0, Vk > 1,

e seja  (pr/ar)k>0 a sequéncia de reduzidas da fracdo continua

[ao; a1,a9, ..., an].

(a) Prove que o conjunto dos nimeros reais cuja representacdo por fragoes con-
tinuas comeca com ag,ai,...,a, € o intervalo

I(ap,a1,...,a,) = {T}U{[ao,al,...,an,a],a > 1}
n

|:p7n Pnt+Pn—1

an’ qn+qn_1> semn e par

PntPn-1 pn y

praera— qn] sen € impar.

(b) Prove que a fun¢ao G : (1,4+00) — I(ag,ai,...,an) dada por G(a) =
[ap; a1,a2,...,an, & é mondtona, sendo crescente para n impar e decres-
cente para n par.

Problema 24. Seja a=[ag; a1, as,...]€ER. Prove que, se ¢,<q<qn+1, mdc(p, q)=1

¢ p/q # Pu/an entio |a — p/a| < la — pa/aal se, ¢ somente s, & = 1T,

onder €N € tal que 0 < r < ap+1/2 ou (T = ant1/2 € apnt2fni1 > 1).

Problema 25. Seja a=[ag; a1, a9, ...]€ER. Prove que, se ¢,<q<gn+1, mdc(p, q)=1
e p/q # pn/qn entio | — p/q| < 1/¢* se, e somente se, (any1 > 2, g =
Pn+1 — Pn

€ ant1 — 2+ Pni1 < ang2) ou (£ = PedPucl ¢ oy —2)Bngr < 1).
dn+1 — dn

dnt+qn—1

Problema 26. Prove que, para quaisquer inteiros p,q com q > 0, temos

1
‘f— E‘ > 302 Determine todos os pares de inteiros (p,q) com q > 0 tais que
q q

1
ot
q q
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Problema 27. Prove que, para qualquer o € R\ Q, e quaisquer s,t € R com
s < t, existem inteiros m,n com n > 0 tais que s < na + m < t.

Problema 28. Seja

Pn _ 1
= B
gy 2
2+ 7z
24
- (2n — 3)?
' 2
a n-ésima convergente da fragdo continua
1
12
1+ 32
24 2
2+ 72
2+ —
D 1 1 1 1
Demonstre que — =1— -+ - — — 4+ (=1)" )
e TR AR S v
Problema 29. Dizemos que dois nimeros irracionais o e B sao GLo(Z)-equiva-
b
lentes se existem inteiros a,b,c,d com |ad — be| = 1 tais que = aozid'
ca
Mostre que, se as frag¢oes continuas de « e 5 sao o = |ag;ay,az,...] e f =
[bo; b1,ba,...] entao o e 8 sao GLa(Z)-equivalentes se, e somente se, existem

r€Z eng €N tais que by, = apir, ¥ > ng.

Dicas e Solugoes

Em breve.
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