Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Teoria dos Numeros - Nivel 3 Aula 14
Carlos Gustavo Moreira

A equacao de Pell

1 Equacao de Pell

Seja A um inteiro positivo. Estamos interessados na equacao x? — Ay? = 1,
com z e y inteiros. Se A é um quadrado perfeito, digamos A = k2, temos que
2?2 — Ay? = (z — ky)(z + ky) = 1 admite apenas as solucdes triviais y = 0,
x = +1, pois terfamos © — ky = = + ky = +1. O caso interessante é quando
A ndo é um quadrado perfeito, e portanto VA é um irracional (de fato, se
VA= g, com mdc(p,q) =1 e g > 1, terfamos A = {;—z 0 que é um absurdo, pois
mdc(p,q) =1 = mdc(p?,¢?) = 1, donde p?/¢? ndo pode ser inteiro). Nesse
caso, a equacio 2 — Ay? =1 é conhecida como uma equacdo de Pell.

As solugoes da equacao de Pell correspondem a pontos inteiros sobre uma
hipérbole. Por exemplo, para a hipérbole 22 — 2y? = 1: o ponto (3,2) é um
exemplo de ponto inteiro sobre a hipérbole pois 32 — 2 - 22 = 1 mas o ponto
(7,5) estd préximo & hipérbole mas nao pertence a ela pois 72 —2-5% = —1 # 1.
Como veremos, o proximo ponto de coordenadas inteiras positivas sobre esta
hipérbole é (17,12).

Outro ponto de vista é o de que estamos procurando pontos de uma hi-
pérbole sobre um reticulado. A mesma equacao de Pell acma corresponde a
hipérbole é u?> — v2 = 1 e ao reticulado que consiste nos pontos da forma
(a, b\/§), a e b inteiros. As duas figuras correspondentes sé diferem por uma
transformagao linear.

Um terceiro ponto de vista, que serd particularmente til no que segue tem
um cardter mais algébrico: sejam Z[VA] = {z + yvVA;z,y € Z} e Q(VA] =
{z +yVA;2,y € Q} D Z[VA]. Nao é dificil ver que Z[v/A] é um anel e Q[v/A]
é um corpo. Dado v = x + yv'A € Q[vV/A] (com z,y € Q), podemos definir seu
conjugado ¥ = x — yv/A, e sua norma N(y) = v§ = 22 — Ay?.

Uma observacio relevante é que, se z,y,z,w € Q e z + yvVA = z + wV/A
entdao x = z e y = w. De fato, se y = w entao claramente x = z, e se y # w,
terfamos v A = ;_;Z") € Q, absurdo.

As solugoes inteiras (x,y) da equagdo de Pell correspondem a elementos
x+yvVA € Z[VA] (com z,y € Z) cuja norma N(x + yv/A) = 2% — Ay? é igual
al.
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Um fato muito importante sobre a norma é que N: Q[\/Z] — @ é uma
funcao multiplicativa, isto é,

N((x—i—yﬂ)(u—l—vﬂ)) = N(z +yVA)N(u +vVA) Ve, y,u,v € Q.

Isto segue do fato de que, dados a = z+yv A,y = u+vvVA € QVA], oy = &5
(o conjugado de ay = (z + yvVA)(u + vV A) = (zu + Ayv) + (zv + yu)VA é
(zu + Ayv) — (zv + yu)VA = (2 — yvVA)(u — vV/A) = &¥). Com efeito,
N(ay) = ayay = adyy = N(a)N(7).
Alternativamente, podemos provar este fato diretamente:
N((z+ yVA) (u+vvVA)) = N((zu+ Ayv) + (zv + yu)VA)
= (zu + Ayv)? — A(zv + yu)?
= z?u? + A%y*0? — A(z®0? + y*u?)
= (22 — Ay?) (u® — Av?).
E f4cil ver (a partir da multiplicatividade da norma) que se a equagao tem

alguma solucdo (x1,y1) com y; # 0 entao possui infinitas. Mais geralmente, se
2?2 — Ay? = +1, temos

N((w1 + VAy)") = (@1 = VAy) " (@1 + VAy)" = (2 — Ay})" = (£1)".

Fazendo a substituicao

— (1 e i,
Tp + V Ay, = (x1+ \/Zyl)” = Z <Z>aj? (\/Z) Y1
i=0
onde
5] n |25t ] "
_ n—2i 4i 2 _ n—2i—1 4i, 2i+1
In = £ (21')951 Ayt e = ZZ; (2@ n 1)”51 A

obtemos 22 — Ay2 = (4+1)" para todo n € N.
De maneira mais ou menos equivalente, podemos dizer que se (x1,y;) é
solucao entao a transformagao linear

(ylgi}Z ylf )

preserva tanto a hipérbole u? — v? = 1 quanto o reticulado que consiste nos
pontos da forma (a, bv/A).
Vejamos agora que a equacao de Pell sempre possui solugao.

Teorema 1. A equacio x> — Ay?> = 1, com A diferente de wm quadrado perfeito,
possui solucdo nao trivial em inteiros positivos, i.e., com T + y\/z > 1.
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Demonstracao. Como VA6 irracional, a desigualdade |\/Z P | < > tem infi-

nitas solugoes racionais p/q. Note que se \\/Z 4 | <z > entao
P A= VA= 2|2+ VA < |74 VA
<2VA+|VA-2| <avat,
q

Considerando infinitos pares de inteiros positivos (py, gn) com [V A — Z—:\ < qi%,

teremos sempre |p2 — AgZ| < 2v/A + 1, portanto temos um nimero finito de
possibilidades para o valor (inteiro) de p2 — Aq2. Consequentemente, existe um
inteiro k # 0 tal que p2 — Ag2 = k para infinitos valores de n. Obtemos portanto
duas sequéncias crescentes de pares de inteiros positivos (u,), (v,), r € N tais
que u? — Av2 = k para todo .

Como h apenas |k|? possibilidades para os pares (u, mod k, v, mod k), exis-
tem inteiros a e b e infinitos valores de r tais que u, = a (mod k) e v, = b
(mod k). Tomamos entdo r < s com as propriedades acima. Seja

T+ y\/>= Ug + Us\/fZ _ (us +Us\/22)(ur2_ 'Ur\/Z)
Up + vV A uz — Av?

Uy — Avgv, N <u7«vs ; usvr> VA

k

Temos ugu, — Avsv, = u2 — Av: =k =0 (mod k) e u,vs — usv, = ab— ab =0
(mod k) e portanto x = W ey = "=t s3o inteiros. Por outro
lado, (z +yvA)(u, —H}r\/Z) = u, +v5V/A, donde N(z +yvVA)N (u, +v,/A) =
N(us + US\/Z). Como N (u, + v,vVA) = N(us +vsvV/A) = k, segue que N(x +
y\/>) = 22— Ay? = 1. Além disso, como s > r, us+vsvVA > u, +v,v/A, donde

x+y\f uﬁivé\ﬁ>1 o

Dentre todas as solucoes (x,y) € N2 da equacio de Pell 22 — y?A = 1 com
x+y\/z > 1, existe uma solu¢cao minima ou fundamental, i.e., com x e portanto
y e z+yv/A minimos. Denote por (z1,y1) esta solucdo minima. Se, como antes,
definimos (x,,y,) € N? pela relacio x, + ynvVA = (21 + y1V/A)", temos que
(Zn,yn), n > 1, sdo todas as solugoes inteiras positivas da equagao de Pell: de
fato, j4 vimos que (2, yn) s@o solugoes, e se (2/,y') é uma outra solugao, entao
como x1 + ylx/Z > 1 existe n > 1 tal que

(z1 + VA" < ' +y'VA < (z1 + 1 VAL
Multiplicando por z, — yn,VVA = (z1 + y1v/A)™™ > 0, obtemos

1< (xl + y’\/Z) (zn — yn\/Z) = (x/xn - y/ynA) + (3//5Un - v’U/yn)\/Z
<T1+wy VA.

Como N ((z' +y'VA)(zn — yuVA)) = N(2' + y'VA)N (2, — ypVA) = 1, temos

que (2'xn — Y'ynA,y'x, — 2'y,) também é uma solugdo da equagdo de Pell,
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menor que a solu¢ao minima. Temos que 2'z, — 3y, A > 0, pois caso contrario
/
'z, — Yy A <0 <= won < A, porém
9 9 Tn\2 1 T,
T, =Yy A=1 = <—) =A+5>A = —>VA

’ . ’

e analogamente % > /A, o que contradiz %z—” < A. Da mesma forma, 3z, —
n

x'y, > 0 pois caso contrario

/ 1 2 /\ 2 1
et e (2 < (5) e
Yn Y Yn Yn Y

= <y, = 2 <z,

o que contradiz o fato de , +y, VA = (21 +y1VA)" < 2’ +y'v/A. Resumindo,
temos que (z'2, —y'Yn A, y'Tn—2'y,) € N? é uma solucio menor do que a solucio
minima, logo 2’z, — y'ynA = 1 e y'z, — 2'y, = 0, ou seja, (2’ + y'VA)(z1 —
VAT =1 = 2 +yVA =2, +y,VA, donde (z',y) = (2, Yn), cOmo
queriamos.

Assim, as solucbes com x e y inteiros positivos podem ser enumeradas por
(Zn,yn), n > 0 de modo que, para todo n, z,+ynvVA = (21 +y1vV/A)" e portanto

S (1 +51VA)" + (21 — y1VA)"
" 2

_ (@4 yVA)" — (21— VA"

Yn /A .

Observe que as sequéncias (x,) e (y,) acima satisfazem a recorréncia o =
2T1Up41 — Upn, VN > 1.

A conjectura de Catalan afirma que as unicas poténcias perfeitas consecu-
tivas sao 8 e 9 e foi resolvida completamente em 2003 por Mihailescu. Vejamos
uma aplicacao da equacao de Pell em um caso particular.

Teorema 2 (Ko Chao). Seja p um nimero primo com p > 5, entao a equagdo
x?—yP =1
nao possui solucao com x e y inteiros nao nulos.

Demonstragao. Suponhamos por contradigao que a equagao possui solugao in-
teira nao nula e sem perda de generalidade podemos supor x > 0 e y > 0.

No caso em que x é par e y é fmpar, fazendo y? = 22 — 1 = (z — 1)(x + 1),
como mdc(z + 1,2 — 1) = 1, segue que = — 1 e x + 1 sdo poténcias p-ésimas, ou
seja, existem inteiros set taisquez—1=sPex+1 =1t — tY —sP =2 com
s,t € Z e p>5. Com isto a Unica solugao é t = 1 e s = —1, mas isso implica
que z = 0, o que foi descartado nas hipo6teses.

Agora, no caso em que z é impar e y é par, temos que x+1 e x — 1 sao pares
e mdc(z+ 1,2 — 1) = 2. Daqui podemos dividir o problema em dois subcasos:

No caso em que IT_I ¢ impar, existem inteiros w e z tais que

—1 1
1:2 = wP, %:21’_22’9 e y=2wz com mdc(w,2z)=1.
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Assim

wP = —1=2P"22P 1> (272 —1)2P,
isto é,

portanto w > z.
Por outro lado

2 2 2
w2p:<x;1> = +6x+i—8(x+1):<x—21—3> (22,

Assim obtemos a equacdo (w?)? + (2z)F = (Z£2)%. Como

w2)P )P
(u))?::_—;Qz) _ (wZ)pfl _ (w2)p72(22) 4 (w2)p73(22)2 o (2z)p71

=p(w?)P~!  (mod w? + 22)
e mdc(w, 2z) = 1 temos

(w?)? + (22)P

de | w? + 2z,
mc<w+z w? + 2z

) = mde(u? + 22p(u2P ) |
logo se p 1 ”cTJF?’ temos que w? + 2z é um quadrado. Mas w? < w? + 2z <
w? 4+ 2w < (w + 1)? assim w? + 2z nao pode ser um quadrado, logo p | ’”TJF?’ e
além disso do fato que p > 3 segue que p 1t x.
De forma similar, no caso que “‘1 =wP e % = P2, usando a equacao
(w?)P — (22)P = (&3 23) concluimos analogamente que p | %= e portanto p { x.
Voltando a equa(;ao original temos que z? = yP + 1P. Como ptz e (como

Y y+1
solucoes da equagao de Pell

p—1 ~
antes) mdc (y +1,% ) | p temos que y + 1 = s2. Logo (s,1) e (z,y 2 ) sdo

u? — yv2 = 1.
Observe que (s,1) é uma solugao fundamental pela minimalidade da segunda
coordenada, donde existe um natural m € N tal que

T4y T g = (s + V5"

Desenvolvendo a anterior identidade obtemos

x=s"+ <ZL> s 2y 4 <7Z> sy

T = ms™ ! 4 <7g> sy + <7;> sy 4

Desta segunda equacao temos que y divide o termo ms™ !, ou seja, ms™ !t = 0

(mod y). Como y é par e s é impar segue que m é par. Novamente usando
a segunda equacao, como s ern cada somando & direita estd elevado a uma
poténcia 1mpar temos que s | y P2, Mas y+1=s2 assimy = —1 (mod s) e
elevando a 2 5 L obtemos
—1 —1
0=y'7 = (—1)pT (mod s),

mas isto implica que s = 1 e neste caso y = 0. Portanto a tnica solucao de
=y +lér=+ley=0. O
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1.1 Solucao Inicial da Equacgao de Pell

Na prova da existéncia de solugoes da equacao de Pell, ndao mostramos um
procedimento para encontrar explicitamente uma solucao, que é o que faremos
nesta secao.

Para determinar uma solucéo da equacio z? — Ay? = 1, vamos considerar a
fracao continua de VA. Isso é natural, pois, se x e y sao inteiros positivos tais
que z2 — Ay? = +1, temos
%, donde
Yy

z.,.\/Z':lz‘xQ—Ayz}:
Yy Yy

T 1 1
—¢4:<.

§+\/Z|y2 y?
Mais ainda, temos |7 + VA| > 2. De fato, | s VA > 2v/A— | .- VA |>
2\/Z—y%. Se A > 3, segue que | §+JZ |> 2\/2—1%2 > 2/A—-1>2V/3-1> 2,
e, se A=2, y > 2, donde]%—{—mb 2\/2—%22&—%:2\/5—%>2.
Portanto,

x 1 1
R R
y FRERZIDIRET:

e logo % é uma reduzida Z—” da fracao continua de v A.
n

Mais precisamente, vamos considerar a fracao continua de VA + |VA| =
[ag; a1, az,...] (a qual difere da fracio continua de v/A apenas pelo primeiro
termo ag = 2|v/A|, que na fracio continua de v/A é igual a |VA| = ag/2).

Vamos mostrar que existem duas sequéncias de inteiros positivos b; e ¢; de
modo que

VA - ¢ VA ¢

O<T<1 e T:[ai;aiJrl,aHg...] (*)

para todo ¢ > 0. Comegamos definindo by = 1 e ¢y = L\/ZJ Note que 0 <
VA— L\/ZJ = % =< 1. Em geral, definimos recursivamente ¢; 11 = a;b; —¢;
(§ bi+1 = (A — C?_,rl)/bi.

Mostremos inicialmente por indugao que b; e ¢; sdo inteiros com b; # 0 e
tais que b; | A — cf para todo i. Isto é claramente verdade para ¢ = 0. Por
hipdtese de inducgao, temos que b; e ¢; sdo inteiros, logo ¢;+1 = a;b; — ¢; também
serd inteiro e A — ¢? 1 7 0 jd que A nao é quadrado perfeito. Além disso,

A— sz+1 =A— (aib; — Cz’)2 =A- 022 - bi(a?bi — 2a;¢;)

sera multiplo de b; ja que b; | A — ¢? por hipétese de indugdo. Assim b1 =
(A—c2,,)/b; serd um inteiro nao nulo tal que b1 | A — 7, ;.
Desta forma, temos

VA + ¢ VA - cin bit1 1
-— =gy — =+ —=a; F —.
bi bi VA + Ci+1 VA + Cit1
bi+1
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de modo que (x) serd valida para todo i. Vamos provar agora que b; e ¢; sdo
positivos. Para isto, vamos provar por inducdo que b; > 0 e 0 < ¢; < VA, o
que ¢é verdadeiro para i = 0 pois ¢y = L\/ZJ e A nao é quadrado perfeito. Além
disso, pela definicao de a; temos

\/Z-i-ci

a; < T = [ai;ai+1,ai+2. . ] <a;+1
i

donde obtemos a;b; < VA+c; < a;b;+b; (ja que b; > 0 por hipétese de inducio)
e portanto

Cerl—azz ci < VA <ajb — Ci+bi:Ci+l+bi

e assim ¢;11 < VA, o que implica bj;; = (A — C?H)/bi > 0 também. Agora
suponha por absurdo que c¢;11 < 0. Neste caso terfamos b; > VA-— Cit1 > VA,
mas como VA > ¢; por hipétese de inducéo, terfamos b; > ¢;, donde ¢4 =
a;b;—c; > b;—c; > 0, o que é uma contradicao. Portanto c¢; 1 > 0, completando
a inducao.

Finalmente, temos

VA—ciy1  VA—cin b;

byt (A= )b VAteyn

b; 1
= = € (0,1),
VA+ab—c¢  ai+(VA—¢)/b;
pois a; > 1 e (VA —¢;)/b; > 0.
Como 0 < ¢; < VA eb; | A— ¢, temos que as sequéncias {c;} e {b;}
sé assumem um nudmero finito de valores. Além disso, podemos recuperar os
valores de b; e ¢; a partir dos de b;11 e ¢;y1, para todo ¢ > 0. De fato, b; =

(A—c2,1)/bis1. Além disso, como 0 < \/Z YA <1, temos

\/Z—Ci \/Z—i—ci
ai = la; + ] = [,

Finalmente, temos ¢; = a;b; — ¢;+1. Portanto estas sequéncias, assim como a
fracdo continua v'A + |VA| = [ag; a1, as,...], sdo periddicas puras, digamos de
periodo k. Em particular by = 1 e ¢, = ayp.

Lembramos que como ag = 2|v/A], temos que a expansao em fracdo conti-
nua de v/A é [ag/2; a1, as,...]. Logo, para i > 1, denotando por p;/¢; a i-ésima
convergente desta fragdo continua, temos

f+cz+1pz + Dpi—1

/A 'L+1
V +Cl+1 ’
g+ gi—1

z+l

e portanto

Ag; + Cz‘+1\/ZqZ' + \/sz'+1ql‘—1 = \/sz‘ + ciy1pi + big1pi—1-
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Separando parte racional da parte irracional obtemos as equacoes

Agi = cip1pi + bitipi-1 € pi = Ciy1Gi + bit1gi-1.
Isolando ¢;41 nas equacoes anteriores e igualando obtemos

Agi —biyipicr _ pi —biv1gia
Di qi
< Aq? — biy1Pi-10i = 7 — bit1¢i-1pi
= p? — A¢’ = bis1(pidi-1 — Pi—14;)

— p? - qu'Q = (—1)i+1bi+1

donde obtemos uma solucio da equacio z2 — Ay? = (=1)""'b; 1. Se k é o
periodo teremos que b, = 1 e portanto a equacio x> — Ay? = —1 tem solucdo se
k é impar, enquanto que z2 — Ay? = 1 sempre tem solucio (tomando i+1 = 2k).

Por outro lado, se = e y sdo inteiros positivos tais que 22 — Ay? = +1,
vimos que % é uma reduzida 2—2 da fracao continua de v/A. Como p? — Ag? =

A_Cn+1
bn+1

1, segue que ¢,y 1 = |[VA], donde [ani1;ani2,Gniz...] = VAtenia _ VA +

bn+1
L\/Z—FJ, e portanto n + 1 é necessariamente multiplo de periodo k.
Por exemplo, se queremos encontrar uma solucio da equacao z? —21y? =1,
como

(=1)"*t1b, 41, segue que byy1 = 1, mas, como 0 < VA — cpy1 = <

ps _ 95

@ 12’
(a barra denota o perfodo) temos que 552 — 21 x 122 = 3025 — 3024 = 1.

4421 =[81,1,2,1,1]

1.2 A Equacgao 7% — Ay? = —1

Suponha, como sempre, que A nao é quadrado perfeito. Na secao anterior
mostramos que a equacao de Pell sempre possui solucao. Em contrapartida, a
equacdo 2 — Ay? = —1 nem sempre possui solucdo, de fato se p é um divisor
primo de A temos que 22 — Ay? = 22 = —1 (mod p), assim uma condicio
necessdria para a existéncia de solucao é que todo divisor primo de A seja 2 ou da
forma 4k + 1. Porém, esta condicao ainda nao é suficiente. O seguinte teorema
d4 uma relacdo entre as solucoes fundamentais da equacoes 22 — Ay? = 1 e
2?2 — Ay? = —1 (como antes, a solucio fundamental de 22 — Ay? = —1, quando
esta equacdo tem solucdo inteira, é o menor nimero da forma a + bv/A com a
e b inteiros positivos tais que a® — Ab? = —1).

Proposicao 3. Suponha que a equacio x> — Ay®> = —1 admita solucdo inteira
e seja a + bV A sua solucio fundamental. Seja ¢+ dv A a solucdo fundamental
da equacdo x> — Ay? = 1. Entdo

(a+0VA)? =c+dVA, a*= c;l'
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Demonstragdo. Observemos que (a+b\/Z)2 é solucdo da equacdo z2 — Ay? = 1.
Suponhamos por contradicao que nao é a solugao fundamental, isto é suponha-
mos que

(a+ VA2 >c+dVA>1

Como (a + bvV/A)(a — by/A) = —1 < 0 temos que 1 > —a + bv/A > 0, de
fato —a + bv/A é a maior solucdo positiva que tem x negativo e y positivo.
Multiplicando a desigualdade anterior por —a + bv/A, obtemos

(a+bVA) > (c+dVA)(—a+bVA) = (—ac + bdA) + (cb — ad)V A
> —a+bvVA > 0.

Temos que (—ac + bdA,cb — ad) é solugao de z? — Ay? = —1. Observemos
que —ac + bdA, cb — ad ndo podem ser simultaneamente positivos, porque isto
contradiz a escolha da solugao fundamental. Também nao podemos ter que
—ac+ bdA < 0, cb — ad > 0 porque —a + byv/A é a maior solucdo positiva de
22 — Ay? = —1 com z negativo e y positivo. Por tltimo, no caso —ac+bdA > 0,
cb—ad < 0, isto é, bdA > ac, ad > cb, multiplicando a primeira desigualdade por
d e a segunda por ¢ obtemos bd2A > acd > ¢?b, assim 0 > b(c?> — Ad?) = b, o que
também ¢é contraditério. Assim concluimos que (a + b\/Z)2 = ¢+ dvA. Como
a’?— Ab?> = —1, somando as igualdades temos c—1 = 2a? logo a? = (c—1)/2. O

Vejamos agora que a condigao sobre os fatores primos de A néao é suficiente
para garantir a existéncia de solucdo. Por exemplo, 22 — 34y? = —1 ndo possui
solucdo inteira. De fato, a solucdo fundamental de 22 — 34y% = 1 é 35 + 61/34,
mas ?’E’T_l = 17 ndo é quadrado, logo, pelo teorema anterior, 2> — 34y% = —1
nao possui solugoes.

No caso em que A é um primo da forma 4k + 1, a equacao z? — Ay? = —1
sempre possui solucao. Mais geralmente, temos o seguinte resultado, devido a
Dirichlet.

Proposicdo 4 (Dirichlet). Seja A produto de no mdzimo trés primos distintos
da forma 4k+1 tais que (%) = —1 para todo p # q divisores primos de A. Entao

a equacdo x> — Ay? = —1 possui solucdo.
Demonstracdo. Seja xg—+ v/ Ayp a solucao fundamental de 22 — Ay? = 1. Como

l=uf— Ay§ =25 —y5 (mod 4),
entdo zo é fmpar e yo é par. Além disso, do fato de que (zg — 1)(xo + 1) = Ay3
exg+1exy—1s6tem fator comum 2, segue que existem inteiros s e ¢ primos
relativos e inteiros a,b com A = ab tais que

Yo = 2st, zo — 1 = 2as® e zo + 1 = 2bt?

e assim as? —bt? = —1. Basta portanto mostrar que a = 1 (de modo que b = A).
Para isto, observemos que a # A porque caso contrario b =1 e (¢, s) seria uma
solucao menor do que a solucdo minima (zg,yo) de 22 — Ay? = 1. Por outro
lado, se 1 < a < A temos dois possiveis casos:
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1. a é primo, neste caso tomamos um divisor primo p de b e temos que
as?> = —1 (mod p). Logo (_?“) =1, mas p é da forma 4k 4 1 e portanto
isto implica (%) =1, o que contradiz a hipdtese do teorema.

2. a é produto de dois primos e b é primo, neste caso se p ¢ um divisor primo
de a temos que bt?> = 1 (mod p), assim (]%) = 1, o que de novo contradiz
a hipdtese do teorema.

O

O resultado anterior foi generalizado por Richaud, Tano e outros. O seguinte
teorema contém essencialmente todos estes resultados.

Teorema 5 (Nagell-Trotter). Sejam p1,...,p, nimeros primos distintos congru-
entes a 1 mdédulo 4 e A = pips...pn.

e Sen ¢ impar e nao existem indices diferentes i, j, k tais que (&) = (&) =

Dj Pk
1, entdo x> — Ay? = —1 possui solucdo.
e Sen € par, (1%) = -1, (%;) = 1,Vj > 2 e nao existem indices diferentes
1,7,k > 2 tais que (5—;) = (;%) =1, entdo x> — Ay? = —1 possui solucdo.
e Se (%) = —1,Vj > 2, e ndo existem indices diferentes i, 7,k > 2 tais que
J
(g—;) = (%) = —1, entdo 2> — Ay?> = —1 possui solucdo.
Demonstragao. Ver [3] ou [2]. O

1.3 Solucoes da Equacao 2% — Ay? = ¢

Novamente assumimos que A nao é quadrado perfeito. Seja (z1,y1) €
(Nso)? a solucio minima de 2 — Ay? = 1. Dado ¢ € Z nao nulo, se existe
alguma solucao de 2 — Ay? = ¢ com (x,y) € N2, entdo existem infinitas: de
fato, se u + vv/A = (x + yvVA)(x1 + y1vV/A)" com n € Z, entdo u? — Av? = c.

Por outro lado, nem sempre existe uma tal solucao. Uma condicdo necessaria
para a existéncia de soluctes € a seguinte: se p é um divisor primo de A, temos
2?2 = ¢ (mod p), assim para que exista solucio ¢ deve ser residuo quadratico
modulo p para todo divisor primo p de A. Infelizmente esta condi¢cdo nao é
suficiente, por exemplo a equacido x? — Ty?> = 11 ndo possui solucio ja que
olhando médulo 4

4 yP=2 Ty =11=-1 (mod 4),

o que é impossivel. Entretanto (%) = (%) =1.

As seguintes proposicoes ajudam a reduzir o trabalho necessario para decidir
se x2 — Ay? = ¢ tem alguma solucio (z,y) € N2.
Proposicdo 6. Sejo o = x1 + y1vVA > 1 onde (z1,11) € a solu¢do minima de
2?2 — Ay? = 1. Dado ¢ € N ndo nulo, se existem x,y € N com x> — Ay? = ¢,
entio existem r € N e u,v € N com u + vvA < a\/ﬂ e u? — Av? = ¢ tais que

T+ yVvA = (ut+vVA)".

10
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Demonstragio. Se x + yv'A < ay/|c], podemos tomar (u,v) = (z,y) e r = 0.
Suponhamos entdo que x + yvA > a\/ﬂ. Seja B = = + yvVA > 0 com
N(B) = 2% — Ay? = c. Entdao N(3-a¥) = ¢ para todo k € Z. Podemos escolher
um k € Z tal que \/H < B-adf < a\/ﬂ. Definimos v = 8 - a¥. Temos que
v =u+vVA com u,v € Z e logo x + yVA = B = ya" = (u + vvA)a"

r = —k. Como z + yvA > a\/ﬂ > u 4 vV/A, segue que r > 0, donde 7 € N.

Finalmente, vamos verificar que u, v sio naturais: temos ¢ = N(vy) = u? —

Av? = (u + vvV/A)(u — vv/A), donde

_U & LI
lu — vV A| = e \/» N =e| <u+vVA,

Temos assim u —vvVA < u+v\/Z, donde v > 0 e simultaneamente —u+vvA <
u 4+ vV/A, e logo u > 0. O

Proposicdo 7. Seja a = z1 + y1VA > 1 onde (x1,11) € a solugdo minima de
2?2 — Ay?> = 1. Dado c € 7 ndo nulo, se existem :L‘,y € N com 2?2 — Ay? = ¢,
entao existem u,v € N com u —l— vV A < \/ale| e u? — Av? = ¢ (em particular,

para esta solugdao 0 < u < \/« 60<U<\/Oé|6‘/ ).

Além disso, dadosacyeNcomm — Ay? = ¢, existemr € N eu,v € N
comu—f—v\/»S Vale| e u? — Av? :ctazsquex—i—y\/»—(u—f-v\/»)a ou
r+yvVA=|u—vVA|a

Demonstracio. Se = + yvV/A < \/alc|, podemos tomar (u,v) = (z,y) e r = 0.
Suponhamos entéo que = + yvA > \/W.

Se v = r + sv/A com 7,5 € Q lembramos que 4 = r — sv/A, e N(v) =
N(3) =74 = 1% — As?.

Seja 8 = 2 +yvA > 0 com N(B) = 22 — Ay?> = c¢. Entdo N(B-oF) = ¢
para todo k € 7Z. Podemos escolher um k € 7Z tal que \/H < B-af <
aﬁ No caso que m < B-aF < \/? definimos v = B - o e no caso
que \/alc] < g-aF < 04\/|? |, podemos definir v = « - \c]/(ﬂ k) =| B | !k,
assim N(y) = N(B) = N(B) = ce \/[c] < v < al¢]. Logo, sem perda de
generalidade, podemos supor que \/H <~ <L \/m No primeiro caso temos
B =~a" = (u+uvVA)", comr =~k €Z, e, como =z +yVA > \/a|c| >,
temos 7 € N. No segundo caso, temos 3 = || =| 7 | o/t =| u — vVA | 7T,
comr=k—2€Z,e comof=z+yv/A> /alc] > \/|c] > |c|/v = |4, temos
r+1>0, donde r € N.

Temos que v = u + vV A com u,v € Z. Ainda precisamos verificar que u, v
sao naturais, mas

c=N(y) =u? — Av? = (u+ vVA)(u— vVA).

Temos entao

lc| |
u—vVA| = < =+/|c| < u+vVvA.
| | u+vvA T /|| el

Temos assim u —vvVA < u+v\/z, donde v > 0 e simultaneamente —u+vvA <
u+v\/2,elogou20. O

11
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1.4 Solucoes da Equacao ma? — ny? = +1

Suponha que mn nao seja quadrado perfeito. Vejamos que se mx% — ny% =
+1 possui uma solugao (zp, yp) entdo possui infinitas solu¢oes. Temos

(Vmao + v/nyo) (vVmaxo — v/nyo) = £1.

Como mn ndo é um quadrado perfeito, a equacdo de Pell X2 — mnY? =1
possui infinitas solugoes; se (z,w) é uma delas, temos

(z + vVmnw)(z — vVmnw) = 1.

Multiplicando estas duas equagoes obtemos

(Vmzo + vVnyo)(z + vVmnw)(z — vV/mnw)(v/mzo — vVnyo) = £1,

que é equivalente a

(Vm(zzo + nyow) + vVn(yoz + maow))
x (Vm(zxo + nyow) — Vn(yoz + mrow)) = 1

portanto ¥’ = zxg + nyow e ¥ = yoz + mrow geram uma nova solugao da
equacdo maz? — ny? = +1.
Reciprocamente, para toda solugao (a,b) de ma? — ny? = +1,

1 = (ma® —nb?)? = (Vma + V/nb)*(v'ma — \/nb)?*
= (ma® 4 nb* + 2v/mnab)(ma® + nb* — 2v/mnab)
= (2ma® F 1)? — mn(2ab)>.

Assim (2ma? F 1, 2ab) é solucdo da equacdo 22 — mny? = 1. Por outra parte,

fixando A = mn, o seguinte resultado mostra que nem para todo valor de m e

n a equacdo ma? — ny? = 1 possui solucao.

Teorema 8. Seja A € Z livre de quadrados.

e Se A ¢ par, entdo x1 € impar, e existe um unico par de inteiros positivos
(m,n), com A =mn e (m,n) # (1, A), tal que a equag¢do mz? —ny? =1
possui solucdo. Além disso, a equacdo m'z>—n'y? =2, comm/,n’ inteiros
positivos tais que A = m'n’ possui solugdo apenas para (m',n’) = (2, A/2)
e para (m',n") = (m/2,2n), caso m seja par ou (m',n') = (2m,n/2), caso
m seja impar (o que implica n par).

e Se A e w1 sdo impares, entdo existe um unico par de inteiros positivos
(m,n), com A =mn e (m,n) # (1, A), tal que a equag¢do mz? —ny? =1
possui solucdo. Além disso, a equacdo m'z>—n'y? =2, comm/,n' inteiros
positivos tais que A = m'n’ nao possui solucao.

e Se A ¢ impar e x1 € par, entdo nao existe nenhum par de inteiros positivos
(m,n), com A=mn e (m,n) # (1, A), tal que a equag¢do mz? —ny? =1
possui solugdo, mas existe um unico par de inteiros positivos (m,n), com

A = mn, tal que a equacio mx? — ny?® = 2 possui solucao.

12
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Demonstragdo. Seja (z1,y1) solucdo fundamental de x2 — Ay? = 1. Temos
entdo (z1 — 1)(z1 + 1) = 22 — 1 = Ay?. Observemos que mdc(z; — 1,77 +1) =
mdc(zy — 1,2) = d, onde d = 1 (se x1 é par) ou d = 2 (se x1 é {mpar). Segue
que z%d_l e xlT‘H sdo primos relativos, e d? | Ay?. Mas A é livre de quadrados,
donde concluimos que d | y;.

Definamos m = mdc(g“cjrl yA)en = mdc("“d_1 , A), e assim m e n satisfazem

A=mne

r1+1lx—1 (y1>2
dm dn ~ \d/’
logo existem s,t primos relativos tais que y; = dst e

=ms e = nt”,
d d

donde subtraindo as equacoes obtemos % = ms?—nt?, o que garante a existéncia
de m e n como no enenciado. Além disso, no caso em que d = 2 (que equivale a
termos 1 {mpar), temos %:1), e o par (m,n) é diferente de (1, A) j& que t < y1
e (r1,1) é a solucao fundamental de x? — Ay? = 1.

Na outra dire¢ao, suponhamos que existam (m’,n’) e (a,b) tais que A = m/n’
em'a> —n'b>=ecome=1oue=2.

Vamos considerar inicialmente o caso em que e = 1. O par (2m’a® — 1, 2ab)
é solucao de z2 — Ay? =1, isto é,

(Vm'a + Vn'b)? = (2m/a® — 1) + 20bv/A = (21 + 11 VA = 2 + VA

para algum inteiro k € N. Se k é par, vemos que vm/a++v/n'b = xk/2+yk/2\/1
e a Unica possibilidade é m’ = 1 e n’ = A. No caso k {mpar, temos (como
consequéncia da recorréncia 19 = 2212y 11— 2, Vr > 0) 21 = 25 = 2m/ a’—1=
1 (mod 2). Além disso, do fato que

(k=1)/2 k
k—2j 5. 2j _
T = Z <2j> ) Ay = 2% (mod A)
7=0
temos que
m ‘ mdc(xl + 1,A> ‘ mdc(m’f + 1,A> = mdc(mk + 1,A>

= mdc(2a%m’, A) ‘ 2m’

n ‘ mdc(wl — 1,A) ’ mdc(:clf — 1,A> = mdc(xk — 1,A>

= mdc(2b*n’, A) ‘ 2n/,
onde as tltimas afirmacdes seguem do fato de que m/(a’m’) — Ab?> = m’ e
Aa® — n'(n'b?) = n'.
;2 ~ ’ / /
Quando A é fmpar, m e n sao impares, donde m | m’, e n | n/, e como
A=mn|m'n’ = A devemos ter m =m’ e n =n'.

13
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No caso e = 2 temos que (m’a?—1,ab) é solucio de 22— Ay? = 1. De fato, se
m'n' = Aem'a®—n'b? = 2, temos m'a®—1+abvVA = (av/m'+bvn/)? /2 = (21 +
yl\/Z)k = x4+ ypVA, para algum k € N. Se k é par, vemos que vVm'a++v/n'b =
$k/2\/§+ yk/2\/ﬂ, e a Unica possibilidade é m' =2en’ = A/2 (e logo A é par).
No caso k fmpar, temos, como antes, m | mdc(xy, + 1, A) = mde(m/a?, A) | 2m/
e n | mde(zg — 1, 4) | mde(n'b?, A) | 2n/.

See=2e A =m/n'éimpar, temos m’ e n’ impares, e, como m’'a?—n'b? = 2,
temos a e b impares, pois, caso contrario, como eles tém a mesma paridade,
seriam ambos pares, e terfamos 4 | 2, absurdo. Assim, nesse caso, r1 = x =
m/a? —1=0 (mod 2).

Se m/a? — n'b? = 2 e ma® — Ab?> = 2 com m’ e m distintos de 2 e m'n’ =
mii = A, temos m'a® — 1 + abvVA = (av'm/ +bv/n')2/2 = (21 + y1VAF e
ma® — 1+ abvVA = (avm + bvn)?/2 = (21 + y1vV/A)", com k e r fmpares.
Assim, teremos av/m + bV = (avm/ + bv'n/)(z1 + y1vVA)¢, onde t = £ € Z,
e portanto m=m' en =n'.

No caso em que A é par (e portanto z; é fmpar), os argumentos acima
mostram que m | 2m’ e n | 2n/. Nesse caso, as solu¢des de mz? —ny? =1 e
ma? — ny? = 2 estdo relacionadas da seguinte forma: se ma? —ny?> =1em é
par, entdo (m/2)(2x)% — 2ny? = 2, e, se n é par, entdo 2mz? — (n/2)(2y)? = 2;
se mx? —ny? = 2 e m é par, entdo (m/2)x% —2n(y/2)? = 1, e, se n é par, entdo
2m(z/2)% — (n/2)y* = 2. O

Corolario 9. Dedos inteiros positivos livres de quadrados m en com mdc(m,n) =
1 em # 1, a equagio mz® — ny? = 1 possui uma solucio se, e s6 se, dada a
solucdo fundamental (x1,y1) de x> — mny? = 1, o sistema de equacies

omz? —1= T

2ry =

tem solucdo inteira.

Demonstragao. Vimos acima que, se a equagao possui solucao, 1 deve ser impar
e existem s, t primos relativos tais que y; = 2st e xlTH = ms?, 0 que prova que
o sistema do enunciado tem a solugdo inteira (z,y) = (s,t). Reciprocamente,

como x% -1 = Ay%, de 2maz? — 1 = 1 segue que z; + 1 = 2ma?, donde

r1—1=17= 24 ()2 = 2n(L)2 = 2ny?, e logo ma? — ny? = L((v1 + 1) —

(1’1 — 1)) =1. O

Exemplo 10 (OIbM1989). Demonstrar que existe uma infinidade de pares (z,y)
de nimeros naturais tais que

2% -3 -3y —y+1=0.

SoLUgAO: Completando quadrados e fatorando temos que a equacao original
é equivalente a
3(4x —3)% — 2(6y +1)% = 1.

14
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Substituindo z = 42 — 3 e w = 6y + 1, o problema inicial se transforma em
encontrar infinitas solugoes da equacao

32220 =1 com z=1 (mod4) e w=1 (mod 6).

Para isto, consideremos a equacdo de Pell auxiliar s> — 6t> = 1, que possui
solugao minima (5, 2), assim todas as solugoes positivas sdo dadas por

Sn + V6t, = (5+2V6)" = (54 2v6)(sn_1 + V6ln_1),

ou seja,
Sp = 9Sp_1 + 12t, 1 e t, = 28p_1 + dtp_1.

A partir de uma solucao de s? — 6t2 = 1 obtemos uma solucio de 322 —2w? = 1
da seguinte forma

V3zn + V2w, = (V3 +V2) (s, + V6ty,),

ou seja,
Zn = Sp, + 2t e Wy, = Sy, + 3ty,.

Assim, s6 nos falta mostrar que existem infinitos pares (z,,w,) tais que z, = 1
(mod 4) e wy, =1 (mod 6). Vamos provar por indugao que para todo n par

sp =1 (mod 12) e t, =0 (mod 2)
donde concluiremos que, para todo n par,
zn =1 (mod 4) e wp, =1 (mod 6)

Temos que so = 49 e to = 20 cumprem as condicoes pedidas. Agora se n > 2 é
par temos, por hipétese de indugao,

Snt2 = BSpi1l = 52sp = Sn, (mod 12)
tnso = Blpy1 = 52ty =ty (mod 2)

O que encerra a prova. Il

Problemas Propostos

Problema 11. Demonstrar que | (14 +/3)?"1] ¢ divisivel por 2".

Problema 12. Encontrar todos os triangulos retangulos com lados inteiros tais
que a diferenca entre os catetos € 1.

Problema 13. Demonstrar que a equagdo 7x> — 13y?> = 1 ndo tem solucies
mntetras.

Problema 14. Seja p um primo. Demonstrar que a equacio x(x+1) = p?y(y+1)
ndo tem solucdes inteiras positivas. A equacdo pode ter solucédes inteiras?

15



Problema 15. Demonstrar que 2z% — 219y?> = —1 ndo tem solucdes inteiras,
mas 222 — 219y% = —1 (mod m) tem solucdes para todo inteiro positivo m.

Sugestao: Considere a “nova solugio” x1 = 293z — 3066y|, y1 = —28z +
293y.

Problema 16. (OBM2010) Encontre todos os pares (a,b) de inteiros positivos

tais que
3¢ =2v% + 1.
Dicas e Solugoes
Em breve.
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