Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Teoria dos Numeros - Nivel 3 Aula 15
Carlos Gustavo Moreira

Funcoes multiplicativas e a funcao de Md&bius

1 Funcoes Multiplicativas

Uma fungao f definida sobre N<q é dita multiplicativa se dados dois nimeros
naturais a e b tais que mdc(a,b) = 1 entdao f(ab) = f(a)f(b), e totalmente
multiplicativa se f(ab) = f(a)f(b) para todo a e b. Vejamos algumas fungoes
multiplicativas importantes.

Proposicao 1. Seja n um niumero inteiro positivo e k um real qualquer. As
funcoes

or(n) o de e o(n) = fungao ¢ de Euler
din

sao multiplicativas. Em particular, as fungoes

f . -
d(n) def oo(n) = mnumero de divisores de n
o(n) . (n) = soma dos divisores de n
sao multiplicativas.
Demonstragao. Sabemos que ¢ é multiplicativa. Por outro lado, se n = p{*p3?...pSm

é a fatorag@o candnica de n em primos entao temos uma férmula explicita

Dk mA+1)k
ooy =
pi—1 ph—1
donde ¢ facil provar que oy, é multiplicativa. ]

Uma fungao totalmente multiplicativa f fica completamente determinada
por seus valores nos nimeros primos. Impondo algumas restricoes adicionais,
temos o seguinte resultado

Teorema 2. Seja f: Nyg — R uma funcgdo totalmente multiplicativa e mo-
ndtona, entao existe a € R tal que f(n) = n®.
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Demonstragdo. Trocando f por 1/ f, podemos supor sem perda de generalidade
que f é estritamente crescente, e definamos o = logy f(2). Vejamos que f(n) =
n®. Para isto observemos que, aplicando f, para todo m € N5 temos

2Lmlog2nj <nm< 2Lm10g2 n|+1

— 2a[mlog2 n| < (f(n))m < 2a([mlog2 n]+1)

Assim,
sl teznl < f(n) < gtz para todo m € N.
Mas
lim M = lim aflmlogyn] +1) = alogyn,
m—00 m m—r00 m
donde concluimos que f(n) = 2¢M082n = po, O

Para uma extensao desse resultado para fungoes multiplicativas veja o exer-
cicio [0
Exemplo 3. Encontrar condigdes necessdrias e suficientes sobre m e n para que
ng(m) = me(n).

SOLUGAO: Se ng(m) = mp(n) entao

Dai temos que n e m devem ter os mesmos divisores primos; caso contrario,
consideremos {p;} e {g;} os fatores primos de n e m respectivamente que nao
sao comuns aos dois numeros, entao

[[ei-0]le=11w-0]]»

Mas, como p; 1 ¢; € q; { p; para todos os fatores primos, concluimos que

[Ir|TIwi-» e Tla|II@-1.

o que é impossivel. Agora, se n e m tem os mesmos fatores primos prova-se
diretamente da férmula acima que ny(m) = mep(n). O

O seguinte teorema nos mostra uma forma de construir fungoes multiplica-
tivas.

Teorema 4. Se f ¢ uma funcao multiplicativa entdo a funcao

F(n) =) f(d)

din

€ também multiplicativa.
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Demonstragdo. Sejam a e b inteiros tais que mdc(a,b) = 1 entao

F(ab) =Y f(d)= Y fldidy)= > f(di)f(da)

dlab d|a,dalb d1)a,da|b
=N fld)f(de) =) f(dr) Y f(da)
dila da|b dila dalb
= F(a)F(b).
Segue que F' também ¢é multiplicativa. ]

Com o resultado anterior obtemos outro método para demonstrar que o (n)
é multiplicativa, ja que f(n) = n* é claramente uma fun¢io multiplicativa.

Exemplo 5. Demonstrar que p(n)d(n) > n.

SOLUGAO: Se a > 8 > 0 entdo para qualquer primo p temos ¢(p®) > ¢(p?),
logo como ¢ é multiplicativa temos que ¢(n) > ¢(d) para todo divisor d de n.

Entao temos
p(n)d(n) = @(n) > o(d) =n,
din din

como queriamos demonstrar. Note que a igualdade s6 se obtém quando n =1
oun =2. O

Exemplo 6. Encontrar todos os inteiros n para os quais ¢(n) = d(n).
SOLUGAO: Se p > 3 é um primo, temos que
p(p®) = (p—p* 7 2201 +2)*7" 2 2(1+2(a — 1)) = a+1=d(p"),

onde a igualdade s6 se da quando p = 3 e a = 1. Portanto, pela multiplicativi-
dade das fungoes p(n) e d(n), os tnicos impares que satisfazem ¢(n) = d(n) sdo
n =1en = 3. Por outro lado, se a > 3 temos ¢(2%) =271 > a + 1 = d(2%);
para o = 3 obtemos as solugbes n =1-8=8en =38 =24.

Assim, s6 nos falta resolver os casos ¢(2n) = d(2n) <= ¢(n) = 2d(n) e
p(4n) = d(4n) <= 2p(n) = 3d(n) onde n é impar. Temos p(5) = 4 = 2d(5),
©(15) =8 =2d(15) e p(9) = 6 = 2d(9), donde 2-5=10,2-9 =18 e 2-15 =30
também sao solugoes da equacao inicial. Demonstremos agora que nao existem
mais solucgoes. Se n = p* é poténcia de um primo impar p entdo para p =3 e
« > 3, 0ou para parap =>5e « > 2, ou para p > 7, temos como acima que

on) = " (p—1)> 20 +2 = 2d(n) > ;d(n).

Por outro lado, ji sabemos que ¢(n) > d(n) para todo n impar. Assim, da
multiplicatividade das funcdes (n) e d(n), obtemos que se n é divisivel por 33,
5% ou por algum primo p > 7, entdo ¢(n) > 2d(n) > 3d(n) e analisando os
casos restantes obtemos apenas as solugoes apresentadas anteriormente.

Em conclusao, as tnicas solugoes de p(n) = d(n) sao 1, 3, 8, 10, 18, 24,
30. ]
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O seguinte teorema relaciona a fungao d(n) com a fungao |z].

Teorema 7. Seja n um inteiro positivo, entdo

id(k:) -y WJ = n.

Demonstracao. Seja

Observemos que para i,k > 1

{QiJ {Qi—QJ_ 1 sek|2iouk|2i—1
k k 0 caso contrario.
Portanto para i > 2 temos

s - si-v=ti-l2i-2+ 3 (15| 552])+ |55

2<k<i
=24 (d(2i) —2) + (d(2i — 1) —2) + 1
= d(2i) +d(2i — 1) — 1,

donde
2n n
> d(k) =d(2) +d(1) + > (f(i) - fi—1) +1)
k=1 i=2
=3+f(n)—f(1)+n—-1
=f(n)+n
que era o que queriamos demonstrar. O

2 Funcao de Mobius e Formula de Inversao

Definimos a funcao de Mdébius p: Nsg — Z por

1 sen=1
un) =<0 se a® | n para algum a > 1
(—=1)¥ se n é produto de k primos distintos.

Facilmente se comprova que a funcao de Mobius é multiplicativa. Além disso

Lema 8. Para todo inteiro positivo n temos

Zﬂ(d):{; sen=1

dn sen > 1.
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Demonstragcao. No caso n = 1 nao temos nada para provar. Como a funcao
> din wu(d) é multiplicativa pelo teorema Ml basta mostra o lema para n = "
onde p é um nimero primo. De fato,

k
D_uld) = n(p)=1-1=0
dlp* J=0
como queriamos demonstrar. ]

Teorema 9 (Férmula de inversdo de Mobius). Seja f(n) uma func¢ao sobre os
inteiros positivos e F(n) =3y, f(d), entdo para todo n inteiro positivo,

fm) =Y uaF (5).
dln

Demonstragcao. Vejamos que

S udF (5) =Y uld) Y fd)

din dn di|%

=55 uld)f(dy)

din di|%

=3 u(d)f(dr)

dijn d| 3

= f(d) > p(d) = fF(n)u(1) = f(n),
di|n dl 2~

como queriamos demonstrar. O

Exemplo 10. Uma pulseira € formada por pedras coloridas, de mesmo tama-
nho, pregadas em volta de um circulo de modo a ficarem igualmente espacadas.
Duas pulseiras sao consideradas iguais se, € so se, suas configuragoes de pedras
coincidem por uma rotacdo. Se hd pedras disponiveis de k > 1 cores distintas,
mostre que o numero de pulseiras diferentes possiveis com n pedras € dado pela

exTpressao
1
- . gn/d
nE o(d) - k"7
din

SoLUCAO: No que segue o ntiimero k de cores de pedras estard sempre fixo. A
cada pulseira podemos associar um periodo, que é definido como o menor divisor
positivo d de n tal que a sequéncia das n pedras da pulseira é obtida a partir
de uma sequéncia de d pedras repetida n/d vezes. Se o problema fosse contar
pulseiras fixas, sem indentificar pulseiras que coincidem por uma rotagao, a
resposta seria claramente k™. Ao considerarmos as n rotacées de uma pulseira
de periodo d, obtemos d pulseiras fixas distintas (i.e., distintas como pulseiras
fixas, mas iguais a menos de rotagao). Dizemos que uma pulseira com n pedras
é primitiva se seu periodo é n. Se denotarmos por g(n) o nimero de pulseiras
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primitivas com n pedras, temos que, para cada divisor d de n, o nimero de
pulseiras com n pedras e periodo d é g(d) (se o periodo é d, podemos tomar
d pedras consecutivas e unir as pontas criando uma pulseira com d pedras,
que serd primitiva), e elas dao origem a d.g(d) pulseiras fixas. Assim, temos,
para todo inteiro positivo n, Zd‘n d.g(d) = k™, donde, pelo teorema anterior,

n.g(n) = g ().
O numero de pulseiras que queremos contar, como no enunciado, é

S od) =35 S (k.

dn din s|d

Fazendo t = d/s na tltima expressao, temos d = st, e d | n equivale a s | n/t.
Assim, podemos escrever a ultima expressao como

kt
S Lur =3By i)
tin sln/t tin s|n/t

que, pelo exemplo anterior, é igual a Zt‘n k’% : %gp(n/t) = Ztm %t ~p(n/t), que,
por sua vez (fazendo r = n/t), é igual a 1 2o (1) - k™ O

Agora, observemos que para todo nimero natural m, f e F definidas como
antes,

DFm) =) Y fd)=) > [
n=1 n=1 d\n d=1 d|n

1<n<m

Como f(d) é somado || vezes, entdo

S P = fd) =]
n=1 d=1

No caso particular em que f(n) = ¢(n) temos que F'(n) = n e assim

Se f(n) = pu(n), entdo F(n) =0sen >1e F(1) =1 pelo lema[§, portanto

=)

A igualdade anterior nos permite resolver o seguinte

Exemplo 11. Demonstrar que, para todo inteiro m > 1,

o~ (k)
>

k=1

<1
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SOLUGAO: Como —1 < pu(k) (L%J — %) <le L%J —n
entao

0 quando k =1, m,

logo (m ", @’ < m e simplificando m obtemos o que queriamos demons-

trar. E conhecido (Mangoldt 1897) que se m tende para infinito, entdo a soma
anterior converge para 0. O

Teorema 12 (Segunda férmula de inversdo de Maébius). Sejam f, g fungdes reais
com dominio (0,+00) tais que

o) =3 £ (%)
k

1

para todo x, entdo
o0
x
= R (7).
F) =3 ke
k=1
Demonstragao. Observemos que
o0

f() = iu(k‘) (i::f () = X (X uw)f(=) = £,

como queriamos demonstrar. ]

A seguinte é uma das formulagoes da famosa hipotese de Riemann, um dos
problemas em aberto mais importantes da Matemética. O Clay Mathematics
Institute oferece um prémio de 1 milhao de ddlares para a a primeira demonstra-
¢ao da Hipdtese de Riemann (ver a pagina web http://www.claymath.org/millennium/).
Conjectura: [Hipétese de Riemann]
Se a > 1/2, entao

Podemos reenunciar esta conjectura assim: seja f: (0,+00) — R definida
por

f(t)=0 set<1
S ft/k) =1 set>1.
Entao, para todo o > 1/2,

lim M

t—oo t&

=0.
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De fato, pela segunda férmula de inversao de Mobius, temos

m=1

Problemas Propostos

Problema 13. Encontrar todos os inteiros positivos n tais que
n=di+d?—1,
onde 1l =dy <dy < --- <dp =n sao todos os divisores positivos do numero n.
Problema 14. Seja r o numero de fatores primos diferentes de n, demonstrar
que
S ()] = 2",
dn

Problema 15. Seja n um inteiro positivo que nao é primo e tal que (n) | n—1.
Demonstrar que n possui ao menos quatro fatores primos distintos.

Problema 16. Dados dois nimeros reais o e [ tais que 0 < a < < 1,
demonstrar que existe um nimero natural m tal que

p(m) <8

o< ——
m

Problema 17. Seja m um inteiro positivo. Dizemos que um inteiro m > 1 €
“superabundante” se

om) ok
Demonstrar que existe um nimero infinito de nimeros superabundantes.
Problema 18. Demonstrar que d(n) < 2y/n.

Problema 19. Demonstrar que

o(n)
) 2 V™

Problema 20. Encontrar todos os valores de n para os quais ¢(n) | n.

Problema 21. Dois nimeros a e b sao amigaveis se o(a) = b e o(b) = a.
Por exemplo 1184 e 1210 sdo amigdveis (verificar!). Encontrar outra dupla de
numeros amaigdveis.

Problema 22. Demonstrar que m | o(mn — 1) para todo n se, e sé se, m = 2,
3,4,6, 8, 12 ou 24.
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Problema 23. Demonstrar que

! 1 1
A0 NS |
n! 2 n

Problema 24. Demonstrar que existem infinitos nimeros naturais n para os
quais o(x) = n nao tem solugao.

Problema 25. Demonstrar que para todo m > 1

(k)
> 5| <

k=1

OO\[\D

Problema 26 (IMO1998). Para cada inteiro positivo n, d(n) denota o nimero
de divisores de n. Determine todos os inteiros positivos k tais que d(n?) = kd(n)
para algum n.

Problema 27. Se n é composto, mostre que p(n) < n — /n.

Problema 28. Determinar todos os mimeros inteiros positivos n tais que
n = d(n)’.

Problema 29. Mostrar que ¢(n) 4+ o(n) > 2n para todo inteiro positivo n.
Problema 30. Seja f: NT — R uma funcdo multiplicativa e crescente.

(a) Prove que, para todo inteiro M > 1 e todo inteiro positivo n,
FOMMTE=1) > f(M™ = 1) f(M) e f(M"T +1) < f(M"™ +1)f(M).

Conclua que

lim R/ f =f(M

n—o0

(b) Utilize o item anterior para M poténcia de primo para concluir que f(p*) =
f(p)* para todo primo p.

(¢) Conclua que f € totalmente multiplicativa, e portanto existe o > 0 tal que
f(n) =n® para todo inteiro positivo n.

Problema 31. Dadas duas funcdes f,g : Nsg — C, definimos o produto de
Dirichlet (ou convolugdo de Dirichlet) f g :Nsg — C de f e g por

Fram) = Fdg(Z) = D Fdgl

din did2=n

n) g(n)
e o5 convergem
n>1 >
absolutamente entao

Zf Zg Zf*g

n>1 n>1 n>1



(b) Prove que, para quaisquer fungoes f,g,h : Nsg — C, temos fxg = gx* f
e f+x(gxh) = (f*g)*xh (isto é o produto de Dirichlet é comutativo e
1 sen=1

é
0 sen>1
o elemento neutro do produto x, i.e., I x f = fxI = f,Vf:Nyg— C.

associativo), e que a fungdo I : Nsg — C dada por I(n) =

(¢c) Prove que se f e g sao multiplicativas entao f * g é multiplicativa.

(d) Prove que, se f : Nsg — C € tal que f(1) # 0, entdo existe uma unica
funcio Y Nog — C tal que f+ fCY = fCD w f = T, a qual € dada
recursivamente por fV(1) = 1/f(1) e, paran > 1,

_ 1 Y\
F0m =55 X 1(3)r 0@,

d|n,d<n

(e) Prove que, se f € multiplicativa, entao a fun¢ao Y definida no item
anterior também € multiplicativa.

Dicas e Solucgoes

Em breve
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