Polos Olimpicos de Treinamento

Curso de Teoria dos Numeros - Nivel 3 Aula 16
Carlos Gustavo Moreira

Binomiais e Primos

Comegamos lembrando a

Proposicao 1 (Fatores do Fatorial). Seja p um primo. Entao a maior poténcia
de p que divide n! € p® onde

SERERER

Observe que a soma acima ¢ finita pois Lﬁj = 0 para todo k > L

Tot7

Demonstragao. No produton! = 1-2-...-n, apenas os multiplos de p contribuem
com um fator p. Ha L%J tais multiplos entre 1 e n. Destes, os que sao multiplos
de p? contribuem com um fator p extra e hé LZ%J tais fatores. Dentre estes

dltimos, os que sdo miultiplos de p® contribuem com mais um fator p e assim

por diante, resultando na férmula acima. ]
Observagao 2. Se n = (agap—1...a1a0)p = E?:o ajp’ € a representagdo de n
na base p, temos, para cada j > 1, L% = Zf:_g aiﬂ-pi, e logo a proposicao

acima diz que

n

O‘ZZ aiﬂ'p:ZZan J:Za""p_lz p—1 - p—1 '

onde sp(n) € a soma dos algarismos da representacao de n na base p.

Podemos usar esse resultado para provar o seguinte teorema, devido a Kum-
mer:

Teorema 3 (Teorema de Kummer). Sejam p um primo, m e n inteiros com

~ . N . .o n /o .
0 < m < n. FEntdo a maior poténcia de p que divide (m) € p* onde a € o
numero de “vai-uns”’quando somamos m e n —m na base p.
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Demonstragcdo. Como vimos, o expoente da maior poténcia de p que divide n!
; n—sp(n)

p—1
m! e (n — m)! respectivamente sao m—sp(m) o n-m—sp(n-m)
p—1 p—1

. Analogamente, os expoentes das maiores poténcias de p que dividem

Assim, a maior
n! Z
m!(n—m)!

poténcia de p que divide () =

n—sp(n) [(m—sp(m) n—m-—sy(n—m)\  sp(m)+sp(n—m)—syn)
p—1 _< p—1 p—1 >_ p—1 '

Sp(m Sp(M—m)—8p(Nn o ’ .
Basta ver agora que 22 (m)+ P;_l J=sp(n) ¢ igual ao niimero de “vai-uns”’quando
somamos m e n — m na base p. Para isso, notamos que no algoritmo usual de

soma, escrevendo m = > j = 0%b;p/ e n —m = Z?:o cjp’, com 0 < bj,c; <p

_ k . Nk = Crmd ) :
temos n = > 7 o(b; + ¢;)p” - se nao houver “vai-um™, a soma dos algarismos

nessa representagao de n é igual a s,(m) + s,(n — m); quando b; + ¢; > p,
escrevemos b; +c¢; = p+dj, onde 0 < d; < p —2 < p, e trocamos na soma
acima (bj + ¢;)p’ + (bj11 + ¢j11)p’ Tt por djp? + (bjy1 + cjy1 + 1)pP T - esta
é uma operacao de “vai-um’™, e repetimos o processo em ordem crescente dos
j. Em cada operagao de ‘vai-um”™, a soma dos algarismos diminui em p — 1.
Assim, ao final, obtemos que s,(m) + sp(n —m) — s,(n) é igual a p — 1 vezes
o numero total de operacoes de “vai-um’necessarias, o que implica o resultado

desejado. O

Uma consequéncia deste resultado, no caso p = 2, é o seguinte: os inteiros
positivos n tais que (Z) ¢é par para todo k com 1 < k < n—1 sdo exatamente as
poténcias de 2. De fato, se n = 2", a representagao em base 2 de n é (100...00)q,
com r zeros, e logo nao pode haver uma soma k + (n — k) = n sem “vai-uns’na
base 2, a menos que k = 0 ou k = n. Por outro lado, se n nao é uma poténcia de
2, n tem algarismos iguais a 1 além do primeiro em sua representacao na base
2, e logo ha somas do tipo k + (n — k) = n sem “vai-uns’na base 2 (verifique!).

1 Algumas Estimativas sobre Primos

Vamos provar algumas estimativas sobre o crescimento dos primos. Seja
m(z) a quantidade de primos menores do que ou iguais a z. O seguinte ar-
gumento, devido a Erdds, mostra que m(x) > logz/log4, para todo inteiro
x> 2:

Sejam n > 2 natural, k = 7w(n), e p1,p2,...,pr 08 primos menores do que
ou iguais a n. Entao podemos escrever qualquer niimero m < n na forma
m = m2mg, onde m? < n e

my = pit - py? - ik onde a; = 0 ou 1 para cada k.

Assim, considerando todas as possiveis maneiras de escrever os naturais m < n,
temos: 2% escolhas para ms e no maximo |/n] escolhas para m;. Ou seja,

temos
n < 28/,

donde n < 4*, e logo 7(n) = k > logn/ log 4.
Vamos ver a seguir como obter estimativas muito mais precisas sobre 7(n)
usando propriedades de binomiais.
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1.1 O Teorema de Chebyshev

Comegamos com um

Lema 4. Sejam n uwm nimero natural e p um nimero primo. Seja 0, o inteiro
tal que pP» < 2n < p%t1. Entdo o expoente da maior poténcia de p que divide
(27’;) € menor ou igual a 0,. Em particular, se p > V2n entdo o expoente desta
mdazxima poténcia de p € menor do que ou igual a 1. Além disso, se %n <p<n
entdo p nao divide (277)

Demonstracdo. Sejam « e [ os expoentes das maiores poténcias de p que divi-
dem (2n)! e n! respectivamente. Sabemos da proposigao [Il que

S K R N

Portanto o expoente da maxima poténcia de p que divide (2:) = (3,7; )!! é
e 2n n
a-2=3 0[5 -2[)
Mas como
sl ()l

somando teremos que

2
2> VZJ —2“J > 1.
P P

Portanto esta tltima expressao s6 pode tomar os valores 1 e 0. Concluimos que

Op

a—28<) 1=0,
=1

Alémdisso,se%”<p<nentéoa:2eﬁzl,logoa—2B:0. O

Corolario 5. Para todo inteiro positivo n, o minimo mailtiplo comum dos ni-

p . . 2
meros 1,2,...,2n é maior ou igual a (:)

Podemos agora mostrar a seguinte

Proposicdao 6 (Chebyshev). Ezxistem constantes positivas ¢ < C' tais que

x

c <7(z)<C

log = log

para todo x > 2.
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(2n)!
nin!

Demonstragao. Observemos inicialmente que (2:) = ¢ multiplo de todos

os primos p que satisfazem n < p < 2n. Como

2n 2n m
)=,z ()=
0<k<2n

segue que o produto dos primos entre n e 2n é menor do que 2?”. Como hé
7(2n) — 7(n) primos como esses segue que 7™M~ < 227 (pois todos esses
primos sao maiores que n), donde (w(2n) — 7(n))logn < 2nlog2 e

2nlog2
2n) — < .
r(2n) — w(n) < S
Isso implica facilmente, por indugéao, que
ok
rity < 22

(comegando com k = 5; até k = 5 segue de m(n) < n/2 para n > 4). Dai segue
que se 2F < z < 28+ entdo

5-2F  5zlog?2
< <
- k7 logx

pois f(x) = xlog2/logx é uma funcao crescente para = > 3.
Vamos agora provar a outra desigualdade. Se (2:) = Hp <on PP € afatoragao

canonica de (277) entao pelo lema @ temos p*» < 2n <= oplogp < log2n e
portanto

2
log( n> = Z aplogp < 7(2n)log(2n),

" p<2n
donde )
1 n
(2n) > og(n) > nlog 2
log(2n) ~ log(2n)
pois
2n :27n_2n—1“_n+1 > on
n n n-—1 1 -
assim,
log 2
(z) > x log
2logx

para todo x par, o que implica na mesma estimativa para todo x inteiro, pois
m(2k — 1) = 7(2k). O

Corolério 7. Seja p, 0 n-ésimo nimero primo. Existem constantes C' > ¢ > 0
tais que
dnlogn < p, < C'nlogn

para todo n > 2.
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. . P , .
Demonstragao. Se hzrisolip Tlogn C’, entao

lim inf M < lim inf M
z—oo x/logx — n—oo pp/logpy
1 "4+ 1 log1 1
< liminf n(log C" 4+ logn + log log n) _ 1
n—00 C'nlogn c’

()
z/logx

jad que z/logx é crescente para x > 3. Assim, como liminf > 0 pelo

T—>00
teorema anterior, temos que existe C’ tal que p, < C'nlogn para todo n > 2.

Analogamente se prova a existéncia de c. O

1.2 O Teorema dos Numeros Primos

Ja vimos que existem infinitos primos; o teorema dos nimeros primos da
uma estimativa de quantos primos existem até um inteiro z, ou seja, descreve
a distribui¢do dos primos. Defina 7(z) como sendo o nimero de primos p com
2 < p < z. J4 sabemos pelo teorema de Chebyshev [0 que 7(z) estd entre
cx/logx e Cx/logx para duas constantes ¢ < C. Na verdade, temos um
resultado muito mais preciso:

Teorema 8 (Teorema dos Ndmeros Primos).

lim g
z—o0 1/ log x

Este resultado foi conjecturado por varios matematicos, inclusive por Le-
gendre e Gaufl, mas a demonstracao completa s6 foi encontrada em 1896, por
de la Vallée Poussin e Hadamard (independentemente). Nao demonstraremos
este teorema aqui: as demonstragoes elementares conhecidas sao todas bastante
dificeis (lembramos que uma demonstragao é dita elementar quando nao usa
ferramentas avancadas: muitas demonstracoes elementares sao longas e sofisti-
cadas).

Problemas Propostos

Problema 9. a) Sejam x inteiro e p um divisor primo de 2022 —1. Prove que p =
+1 (mod 10).
b) Mostrar que ezistem infinitos primos que terminam no digito 9.

Problema 10. Mostrar que existe um intervalo de 1000 nimeros inteiros posi-
tivos consecutivos contendo exatamente cinco numeros primos.

i)

(z)
Q(z)

Problema 11. Mostrar que nao existem polinémios P e Q) tais que () =

para todo x € N.

Problema 12. Mostrar que existem dois quadrados consecutivos tais que existem
ao menos 1000 primos entre eles.



Problema 13. Mostrar que ndo existem 11 primos, todos menores que 20000 e
em progressao aritmética.

Problema 14. Prove que numa progressao aritmética formada por n primos, a
razao deve ser um multiplo de (n—1)#, e, a menos que n seja primo e o menor
termo da progressao seja n, sua razdao deve ser um maultiplo de n#.

Obs.: Lembramos que m# denota o produto dos primos menores do que ou
1guais a m.

Problema 15. Mostrar que para cada primo p no intervalo (n, %”], p divide
n 4
>(;)
=0 N

Dicas e Solugoes

Em breve
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